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Inleiding. 
De gegevens, waarop dit rapport betrekking heeft, zijn in 
Tabel I samengevat, Men V geven hierin het aantal mannelijke 
resp. vrouwelijke nakomelingen aan. 
Tabel I 
Aantal mannelijke en vrouwelijke nakomelingen en het bevruch-
tin~sgetal van stieren 
1949/50 1950/51 1951/52 evruch-naam stier M V M V M V tingsgetal 
Fientje's Jumbo 6 2 112 115 46 26 2,59 
Cato 36 1 s Prins 100 101 993 831 903 776 2,39 
Johan 121 129 254 257 - .. 2,37 
Cato 38 1 s Prins 121 104 1090 952 1131 819 2,21 
Mina 1 1 s S joerd 59 54 628 622 48 35 1., 81 
Juul 100 87 5 - - - 2,03 
Alwina's 3 Prins 2 1 306 277 604 499 2,01 
Agnes Prins 12 13 - - - .. 2,55 
Dora 45 1 s Johan - .. 65 55 134 13L~ 2, 11 
J-c2rtje 1 s Jan - .-n, 3 3 410 273 2,03 
George 
- - 138 112 502 393 2,11 
Dora 1 I S Prins - ... 
- - 116 82 1, 96 
Doel .. .. 371 326 774 750 1,94 
Flip 
-
.. 335 294 690 479 2., --
Cato 43 1 s Sjoerd - .. - - 188 139 2,31 
Roza 2 1 s Prins 
-
.. 3 - 249 253 1,77 
Jeann, 42 1 s Roland "" .. 4 
- 372 249 1, 87 
__ .... _ 
·-·--- ,,s--•·-.. -----· 
Bet bevruchtingsgetal is de verhouding van het totale aan-
tal inseminaties uitgevoerd met het sperma van de betrokken 
stier en het aantal hiervan, dat succes heeft gehad, 
Ult de cijfers bleek duidelijk, dater systematisch meer 
mannelijke dan vrouwelijke nakomelingen zijn (overschrijdings-
kans <10- 10) en naar aanleiding hiervan werden ons de volgende 
vragen gesteld: 
I. Zijn er bepaalde stieren, die in verhouding meer mannelijke 
(of meer vrouwelijke) nakomelingen geven dan andere stie-
ren? 
II, Is er verband tussen het bevruchtingsvermogen en de fractie 
mannelijke nakomelingen? 
ITT Tnrlien er stieren zijn, die in een bepaald jaar in verhou-
ding meer mannelijke kalveren geven dan andere stieren, ge-
ven zij dat dan in andere jaren ook? 
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IV. Is de verhouding van het aantal mannelijke ten opzichte van 
het aantal vrouwelijke kalveren per stier voor ieder jaar 
gelijk? 
Deze vragen kunnen strict genomen, niet beantwoord worden 
in de zin; waarin zij zijn gesteld, daar het niet bekend is 
welke koeien in dit onderzoek betrokken zijn geweest en hoe de-
ze koeien over de stieren verdeeld zijn geweest. Ook was niet 
meer na te gaan, van welke koeien de kalveren afkomstig waren. 
Indien er dus tussen de koeien verschillen bestaan in vrucht-
baarheid en in de verhouding van het aantal mannelijke en vrou-
welijke nakomelingen, kunnen deze verschillen bij het onderzoek 
niet geelimineerd worden. Noodgedwongen maken wij daarom de on-
derstelling, dat gedurende de drie jaren van onderzoek telkens 
ongeveer dezelfde koeien ge!nsemineerd zijn met het sperma van 
een bepaalde stier. Een stier, tezamen met deze bij hem behor~~ 
de koeien, noemen wij nu een onderzoekeenheid. Wij nemen aan, 
dat de wijzigingen in deze onderzoekeenheden gedurende de waar-
nemingsperiode niet van dien aard zijn geweest dat zij de re-
sultaten merkbaar zouden hebben beinvloed. Onder dit voorbehoud 
kan een statistische analyse uitgevoerd worden, waarbij de con-
clusies betrekking hebben op onderzoekeenheden in plaats van op 
stieren. 
J2. Zijn er onderzoekeenheden, die meer mannelijke resp. vrouwe-
lijke nakomelingen geven dan andere onderzoekeenheden? 
Om te onderzoeken of er bepaalde onderzoekeenheden zijn, 
die in verhouding meer mannelijke (of meer vrouwelijke) nakome-
lingen geven dan de anderen, pass en we de ~ 2 -methode toe ( zie 
memorandum S 53 (M 23a), toegevoegd aan dit rapport), waarmee 
we de hypothese toetsen, dat voor iedere onderzoekeenheid de 
kans op mannelijke nakomelingen even groot is, tegen de alterna-
tieve hypothese dat deze kansen ongelijk zijn. 
\ 2 
Deze 1 --toets wordt voor ieder jaar afzonderlijk berekend 
en de overschrijdingskansen zijn in Tabel II weergegeven. 
Tabel II 
\ 2 
Overschrijdingskansen van de { -toets 
jaar )( v') overschrijdingskans 
1949/50 3i88 6 0368 
1950/51 9,35 9 o,4o 
1951/52 51,2 13 <10-4 
1 ) V = het aantal vrijheidsgraden3 in dit geval een minder dan 
het aantal onderzoekeenheden, dat beschouwd is. 
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Alleen voor het jaar 1951/52 kunnen we concluderen, dater 
bepaalde onderzoekeenheden zijn, waarvoor de verhouding van het 
aantal mannelijke t.o.v. het aantal vrouwelijke nakomelingen 
verschilt van die verhouding van de andere onderzoekeenheden. 
In Tabel III zijn verschillende gegevens over het jaar 
1951/52 van de onderzoekeenheden bijeengebracht. 
Tabel III 
Overzicht van de fracties stierkalveren van verschillende onder-
zoekeenheden in 1951/52 
naam 1951/52 1951752 M ~ M'} I % biji:rage M/M+V 1vr+v C - tot 
Roza 2's Prins 0,50 502 249 279,61 14,72 
Mina 1 1 s Sjoerd 0,58 83 48 ~-6, 2 0,30 
Jeann. 42 1 s Roland 0,60 621 372 21~5, 8 8,73 
Doel 0,51 1524 774 848,7 28,98 
Dora 1's Prins 0,59 198 116 110.,3 1,31 
Flip 0,59 1169 690 651,0 10,29 
Alwina's 3 Prins 0,55 1103 604 614, 2 0,75 
Geertjes Jan 0,60 683 410 380,4 10,18 
Dora 45 1 s Johan 0,50 268 134 149,2 6,86 
George 0,56 895 502 498,4 0,11 
Cato 38 1 s Prins 0,58 1950 1131 1085,9 8,24 
Cato 43 1 s Sjoerd 0,57 327 188 182,1 o,84 
Cato 36 1 s Prins 0,54 1679 903 935,0 4,83 
Fientjes Jumbo o,64 72 46 40,1 3,83 
') e M = de verwachting van het aantal mannelijke nakomelingen. 
Die onderzoekeenheden, die een grote bijdrage tot )(i heb-
ben gegeven, komen in de eerste plaats in aanmerking om als af-
wijkend van de anderen beschouwd te worden, d.w.z. in de eerste 
plaats voor deze onderzoekeenheden kan men concluderen, dat hun 
verhouding M~V afwijkt (naar boven of naar beneden) van deze 
grootheid berekend uit de resultacen van alle onderzoekeenheden 
tezamen genomen. 
,f3. Is er verband tussen het bevruchtingsvermogen en de fractie 
mannelijke nakomelingen? 
Een maat voor het bevruchtingsvermogen is het bevruchtings-
getal, waarbij een laag bevruchtingsgetal een hoog bevruchtingc 
vermogen aangeeft. 
We hebben bij het onderzoeken van bovengenoemde vraag ge-
bruik gemaakt van de bevruchtingsgetallen voor de drie jaren te 
zamen aangezien alleen deze totaalcijfers beschikbaar waren. Ook 
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het aantal nakomelingen hebben we daarom over drie jaren tezamen 
genomen. 
Om te onderzoeken of een hoog bevruchtingsvermogen (= laag 
bevruchtingsgetal) misschien samengaat met een hoog percentage 
mannelij1ce kalveren, hebben we de toets tegen verloop van een 
aantal kansen toegepast, nadat we de onderzoekeenheden in volg-
orde van opkl1mmend bevruchcingsgetal gerangschikt hebben (zie 
memorandum S 139 (M 48) en S 1~7 (M 7), toegevoegd aan dit rap-
port). 
We toetsen dus weer de hypothese dat de kans op een stier-
kalf voor alle onderzoekeenheden dezelfde is, maar nu metals 
alternatieve hypothese dat deze kans toe- of afneemt met stij-
gend bevruchtingsgetal. 
De waarde van de toetsingsgrootheid U;'blijkt - 0,78 te 
zijn met een tweezijdige overschrijdingskans 0,44. 
Er is dus in dit materiaal geen aanwijzing dater een ver-
band bestaat tussen het bevruchtingsgetal en de fractie manne-
lijke nakomelingen. 
J 4-. L'dien er onderzoekeenheden zijn, die in een bepaald jaar 
naar verhouding meer mannelijke kalveren geven, geven zij 
dat dan in andere jaren ook? 
We berekenen de verhouding M/(M+V) uit de gegevens over 
het jaar 1951/52 (het jaar met de meeste gegevens) en we rang-
schikken de onderzoekeenheden naar opklimmende volgorde van deze 
verhouding. 
We onderzoeken nu vervolgens of de verhouding M/(M+V) in 
de jaren 19L9/50 en 1950/51 in deze volgorde een toename ver-
toont van de kans op een stierkalf; wij gebruiken daartoe wede~-
om de toets tegen verloop van een aantal kansen (zie par. 3). 
Daar het onaannemelijk moet warden geacht 3 dat deze volgor-
de in twee opeenvolgende jaren tegengesteld zou zijn, wordt de 
toets eenzijdig toegepast, waarbij alleen die waarden van U-r 
0--
als kritiek worden beschouwdJ die op eenzelfde richting van volg-
orde wijzen. De resultaten zijn in Tabel IV samengevat. 
Tabel IV 
Onderzoek na_ar persistentie in de tijd van de verhouding M~V 
jaar ~ overschrijdingskans CJ (eenzijdig) 
'1949/50 0,52 0,30 
'1950/5'1 0,9'1 0,18 
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In dit materiaal vinden wij dus geen aanwijzing, dat onder-
zoekeenheden, die in het laatste jaar in verhouding veel manne-
lijke kalveren gaven, dit in de andere jaren ook gedaan hebben. 
J5- Is de kans op een stierkalf per onderzoekeenheid voor ieder 
der onderzochte jaren dezelfde? 
Per onderzoekeenheid wordt de verhouding M/(M+V) over tel-
kens twee jaren vergeleken met behulp van de methode der 2x2-
tabel (zie memorandum S 53 (M 23), toegevoegd aan dit rapport). 
Deze methode is toegepast omdat voor vele onderzoekeenheden niet 
over alle drie jareh voldoende gegevens aanwezig waren, hetgeen 
het toepassen van een toets voor alle drie jaren tegelijk be-
moeilijkt. 
De uitkomsten der 2x2-tabellen warden voor ieder tweetal 
jaren gecombineerd volgens methode 2 en 4 van memorandum S 102 
(M 17b) (zie achterin). 
Volgens combinatiemethode 2 toetsen we de hypothese, dat 
de kans op een stierkalf voor ieder der onderzoekeenheden over 
de twee jaren gelijk is, metals alternatieve hypothese dat, 
zo er veranderingen zijn, deze voor de verschillende onderzoek-
eenheden in een richting liggen. 
Volgens combinatiemethode 4 toetsen we dezelfde hypothese 
maar metals alternatieve hypothese, dat de kans voor minstens 
een der onderzoekeenheden verschillend is voor de twee in de 
toets betrokken jaren, onafhankelijk of dit verschil voor ver-
schillende ondErzoekeenheden in dezelfde rlchting ligt of niet 
De resultaten zijn in Tabel V samengevat. 
Tabel V 
Onderzoek naar verschillen in de kansen op stierkalveren in de 
verschillende jaren 
methode 2 I methode i+ 
2 








+ 0,25 0,80 3.981 0,57 
1950/51 
9 - 2.957 
1951/52 
0,01 23,30 0,006 
" 
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h = aantal onderzoekeenheden 
k = overschrijdingskans (tweezijdig) 
Een minteken bij T/u geeft aan, dat de verhouding M/(M+V) in 
het laatstgenoemde jaar hogere waarden aangenomen heeft dan in 
het eerstgenoemde. 
Conclusie: 
In het jaar 1951/52 is de verhouding M/(M+V) systematisch hoger 
dan in 1950/51. Voor de andere paren van jaren zijn er geen 
aanwijzingen voor systematische verschillen. 
0pmerking: 
Bij het beschouwen van de in Tabel V samengevatte uitkomsten 
verlieze men niet uit het oog, dat aan de drie regels van deze 
tabel verschillende onderzoelceenheden ten grondslag liggen. 
Voor de jaren 1950/51 en 1951/52 geven wij meer volledige 
gegevens in Tabel VI. 
Tabel VI 
0nderzoek naar verschillen in de kansen op stierkalveren in de 
jaren 1950/51 en 1951/52 bij verschillende onderzoekeenheden 
k 
M+V M-:-V M/(M+V) M/(M+V) t (voor naam 1950/51 1951/52 1950/51 1951/52 -(J zover 
klein) 
. 
Mina 1 1 s Sjoerd 1250 83 0,50 0,58 - 1,34 
Doel 697 1524 0,53 0,51 + 1,07 
Flip 629 1169 0,53 0,59 - 2,35 0,02 
Alwina J's Prins 583 1103 0,52 0,55 - o,89 
Dora 45 1 s Johan 120 268 0,54 0,50 + 0,76 
George 250 895 0,55 0.,56 - 0,25 
Cato 38 1 s Prins 2042 1950 0,53 0.,58 - 2,94 0,003 
Cato 36 1 s Prins 1824 1679 0,54 0,54 + 0,39 
Fientje's Jumbo 227 72 o,49 o,64 - 2.,15 0,03 
k = tweezijdige overschrijdingskans 
I 
We zien hieruit dater in het bijzonder voor de onderzoek-
eenheden Flip, Cato 38's Prins en Fientje's Jumbo aanleiding be-
staat om te vermoeden, dat de kans op een stierkalf in 1951/52 
groter is dan in 1950/51. 
§ 6. Samenvatting. 
1. Uit de gegevens over het jaar 1951/52 kunnen we concluderen 
dater bepaalde onderzoekeenheden zijn, waarvoor het percentage 
mannelijke nakomelingen systematisch kleiner of groter is dan van 
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de andere onderzoekeenheden. 
2. Er zijn geen aanwijzingen gevonden voor een samenhang tussen 
bevruchtingsgetal en de fractie mannelijke nakomelingen. 
l· Een persistentie van de verhouding M/(M+V) voor de verschil-
lende onderzoekeenheden over de drie jaren is uit dit waarne-
mingsmateriaal niet aantoonbaar. 
4. In het jaar 1951/52 bleek de kans op stierkalveren systema-
tisch hoger te zijn geweest dan in 1950/51. De onderzoekeen-
heden Flip 3 Cato 38 1 s Prins en Fientje's Jumbo leverden de 
grootste bijdragen tot dit verschil. 
Opmerking. 
Er zij nogmaals op gewezen, dat het gehele onderzoek gebaseerd 
is op de onderstelling, dat de onderzoekeenheden gedurende de 
drie jaren niet veranderd zijn, of althansJ dat eventuele ver-
anderingen daarin geen noemenswaardige invloed hebben gehad. 
In verband hiermede moeten de gevonden resultaten voorzichtig 
ge!nterpreteerd warden; de mogelijkheid bestaat, dat sommige 
ervan aan veranderingen in de onderzoekeenheden geweten zouden 
moeten warden. Voor zoverre men aan bepaalde conclusies grate 
betekenis toe zou kennen, is een nadere bevestiging door een 
gedetailleerder onderzoek noodzakelijk. 








:De toetsing van een hypothese &: berust stee~s op een aan-
:tal waarnemingen :i; , .x.2- , ••• 9 ~ van een of meer stochastische 
greotheden2 ) 9 of op enige groepen van waarnemingen (bv. twe(-3 
steekproeven). 
Bij een toets behoort een toetsingsgroothei2: (:f:- (soms meer 
dan een), die een functie is van bovengen·oemde stechastische 
grootheden en die, voor de waargenomen waarden .'.4 9 ~ 9 ••• 1 7~,--
een wiaarcle aanneemt 9 die berekend kan worden (bv.~ het gernid--
delde der waarnemingen, of de spreiding, ef het verschil vnn 
de gemiddelden van twee waarnemingen). 
De toetsingsgro-oth-eid wordt steeds ze gekozen 9 dat men 1 op 
....A~ grond van de onderstelling, datct0 juist is, de waarsohijnlijk- -c, 
- heidsv,erd0ling van deze c;rootheid kan berekenen. 
Vervolgens kiest men een verzameling Z van rnogelijka uit-
komsten van 1 , en wel op zodanige wijze 9 dat de kans 9 dat ~ 
een in Z gelt'3gen waarde aanneemt, onder de hypothese c::-Jt;.;' , gelijk 
is aan een gegeven get al cl , zedat Z dus van ex afhankelijk is ! 
Z heet de kri t ieke zone van cJe toets, ex'. de (")nbetrouwbaarhe:J.il.§.-
drempe l (Engels~ level of significance)~ Voor a1 neemt men 
veelal de waarde 0,05 ~f 0,01. 
Men verwerpt nu ct-,f; op grond van de waarne mingen x,, 9 :"l.':z,, , 
.... , ~ , indien de bij deze waarnerningen behorende waarde 
van !! in Z ligt. Dit vvordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 
dat het resultaat van het experiment "significant 11 is. De waar-
de van d moet dan echter warden vermeld. De kans, dat dit zal 
gebeuren, is, indien d~ juist is, gelijk aan. at. Derhalve is 
ci de kans op ten c:nrechte verwer£ing van de juiste hypothE)se, 
$$k de kans op een f out van de eerste soort genoemd. Indien 
TIB>n deze method\2 toepast, met d = 1· 9 05 resp. 0,01, zal men in 
gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 
w_§arin_d._hlpothese die men toetst juist is 9 deze toch verwerpen.. 
I 
1) Di t Ei :morand.um is sl:;chts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledig112id of volledige exactheid. 
2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een 
waarschijnlijkheidsverdeling bezit$ of, anders gezegd 9 een groot-
huid, die: voor de elementen van een collectie(universum,12..2..£.ula-
tie) gecie:finieerd is en daarc,p aJlorlei waarden aanneemt. Sto-
ch/).stische,.,·groo-tru.::d.un ':Wrdvn a@.n;-"'ogevun door onc1erstr.ux)te ~ ··•-~--- - " •.• -- .J: ___ _ 
letters. 
De t oetsingstheorie biedt in het algcmeen gee_:q lilog·e lij k-
heid om tot aanvaarding van eon hvpothes<3 te komen. Indien 
een bepaalde hypothese #t niet verworpen kan warden, is dit 
gewoonlijk met aen helc v.::-rzamc ling van hypothesen t:,:;:::lijl;: 
bet, geval. Niet-verwerpen staat dus ni8t gP.7-ijk met aanvaardcn. 
Wel z-nl men vaak in de loop varr een statistischo analyse 
bepa.alde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de 
verdere analyse van nut zijn, tcct~~en, elvorons zc bij de 
verdere bewerking van het ma:tvr:L8al te gebruiken. Worden zij 
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 
verrr:: e •n rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat een 
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 
In<lien men dan verder do onderstellingen ge bruikt, verwaarloost 
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 
die 0chter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn 
ontdekt. 
Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingc~n omtrcnt d,3 wr,.arsch ijn lijkheidsverde lingen der st ochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verrioht. Deze 
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkeli~ki te warden ver-
m0ld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst. 
In plaats van de onbetrouwbaarheidsdrempel at wDrdt vaak 
bij de ui ts lag van eon toetsing de ove rschrijdingskans 7f- o"'-
gegeven; di t is de kleinste waarde van a:' 9 waarbij in het 
11,L/1 betrokken geval, nog tot verwerping van otv zou zijn l"IV(:Jrgeg:.J::-:,.r:• 
anders gezegd~ de kleinste ol 9 wa::irvoor de gevonden waarclc 
der toet singsgrootheid nog juist in de (.bij d bohorende) 
kritieke zon_, Z ligt. 1ivordt dus de waarde -l 012gg_g_even_ en 
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel _ol ~,_dan_wordt. 
verwor~vrn, 2:.!l£Jeg ~k ~ ot., is. 
Voor het onderscheid tussen een- en tweezijdige toetsing 
en de keuze tusson deze twee mogelijkheden vergelijke men bv. 
de tweede hieronder gegeven litteratuurplaats. Wij moeten hier 
vol st g,an met de opmer1-tng 9 dat eenzij d ige toetsing vee lal 
eerder tot verwerping van ~/;(leidt 9 rnaar dat deze slechts on--
de:r: bi.lzondere omst?-ndigheden kan worden toegepast. 
Litteratuur~ 
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Statistische Afdeling 
S 145 (M 23a) 
'roets voor de hypothese P1 = P,. = .•. = P,< 
2 x k tabel 1 ) -- -----
met behulp van een 
Wij beschouwen k reeks en R1 J R1 , ••• , RI< van onafhankelijke 
waarnemingen, waarbij iedere waarneming als resultaat het ken-
merk A of het kenmerk ,A, ( non •A) kan geven. De kans op A ir::; 
binnen ieder der reeksen constant en wel gelijk aan ~ voor de 
waarnemingen van reeks R i. ( i = 1, 2, , .. )<) . 
Laat het aantal waarnemingen van reeks R~ (L = 1,2J ... 1 k) gelijk 
zi jn aan n i, en laat hieronder het a ant al met kenmerk A , mi... zi jrL 
Gevraagd wordt dan de hypo these H0 : p1 :::::Pi.= .•• = h~ 
te toetsen op grand van deze gegevens, 
De gegevens kunnen in een 2 x k -tabel worden samengevat; 
R1 R2 R. l 
A m1 m2 " • ai m. l 
A 11 1•-m1 n2-m2 . . . ni-mi 
totaal n1 n2 n. l 
waarin dus m 1 + mi + .•• + rnk = m 
en 11 1 +n 7, + ... +n1< =n, 
Rk totaal 
. . . mk m 
. . ' nk-mk n-m 
nk n 
De hypothese H0 wordt getoetst met de grootheid 
'"'\I?-_ 
A.c. = 
( \Yt:,Cni..)~ n-.L - n 




(n -m)ni.. )?. 
- n-11. -. n 




Deze grootheid X.'tc. 2 ) heeft onder de hypothese H0 bij benadering 
2. -
een X ·-verdeling met k-1 vriJheidsgraden (zie b,v. [1] p. 4~5 
e. V.) , 
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
2) Als wij grootheden als stochastische grootheden (dit zijn 
grootheden met een waarschijnlijkheidsverdeling) beschouwen 
geven wij dit door onderstreping aan. Niet onderstreepte let-
ters geven waarden aan, die door de stochastische grootheden 
worden aangenomen. 
-2-
Y'?i.. J Deze benadering is goed, indien m n ~ 5 voor iedere i.. ( zie [2 ) . 
Indien H0 onjuist is, dus als er bij verschiilende reeksen ver-
schillende kansen op A zijn, zal y.._l gewoonlijk grotere waarden 
_c, 
aannemen, dan wanneer Ho juist is. 
~ 
De kritieke zone bestaat uit die waarden van "X.c,waarvoor geldt 
·vie. 2_ )(~ x_t -v t.. ' ld t ~ _ . Hierin is ~ die waarde van ~ ,die vo oe aan 
met 0< als van te voren vastgelegde onbetrouwbaarheid. 
De overschrijdingskans behorende bij een bepaalde gevonden waar-
de X~ van X.~ is gedefinieerd als 
P [ X ~ ~ X! \ Ho J 
waarin ''\H~' aangeeft, dat deze kans berekend wordt op grand van 
Ho. 
X~~ en de overschrijdingskans kunnen in tabellen of nomogrammen 
worden opgezicht (zie (3]). 
n· Opmerking. Indien niet voldaan is aan de voorwaarde mt·~5 
voor iedere L, kan men een (meer bewerkelijke) exacte toets ba-
seren op de voorwaardelijke waarschijnlijkheidsverdeling van de 
grootheden trl~ ( L = 1, ..• ,k), onder de voorwaarde, dat hun som de 
waarde m aanneemt: 
P[m1=m1, t!h.=\'Yl'l1''" 1h11-<..::ml(lt!?'J.-+r!!~+"·+!'.!'.h;=m; Ho]= 
De geldigheid van deze formula volgt direct uit de waarschijn-
lijkheidsverdelingen van de Q:h en van 1.J1 ( onder H 0 ) en ui t de de--
fini tie van een voorwaardelijke waarschijnlijkheid. 
In dit geval defini~ren wij de overschrijdingskans behorend 
bij een gevonden resultaat (m1,mv,•-.imK) met m 1 +rn:t+, •• +1n1<= 
=m als de som van alle waarschijnlijkheden van bovengenoemde 
verdeling (met de gevonden waarde van m ), die hoogstens gelijk 
zijn aan de waarschijnlijkheid van het gevonden resultaat. 
Literatuur. 
[1] H.Cramer, Mathematical methods of statistics, Princeton 
University Press, 1946. 
(.2] P. G. Hoel, On indices of dispersion, Ann. Math .. Stat. 14 
(1943), p. 155-163. 
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x~ [3] Tabellen en nomogrammen van de -verdeling. 
M.G,Kendall, The advanced theory of statistics, I, 19479 
p. 444-446. 
H.Cram~r, Mathematical methods of statistics, Princeton 
University Press 3 1946, p, 559, 
Statistica 2 (1946), p. 109. 
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Constance van Eeden, 
Toets tegen verloop voor een aantal kansen. 1 ) 
----·---·-~---,..,-~--•<' -- -~ ... - ............. --. -,__~""' ·-· 
Deze toets kan worden toegepast in het volgende geval: 
"R-i. ( ~ = 1;) 2, ..• ,K) zijn k onafhankelijke reeksen van onafhan-
kelijke experimenten, waarbij iec:ler experiment een der mo1c:P·1 1 nra 
uitkomsten: succes of mislukking heeft. Bestaat de ~ 1 reeks uit 
t. experiment en, treedt hierbij /l_::t.t maal de ui tkomst: succes op 
,\, 
en s tellen wi j rm.,. = t _ 'YI,· , dan kunnen wi j de result a ten als 
- """ .(,, -.-\. 
volgt samenvatten: 
reeks aantal malen aantal 
-· --"'~----- -•-'-~-- -·-no, 




'tl-, l'QJ., t, 
2 ID-2. ~'1.,_ t.,_ 
. 0 . 





"t). k 'rJ'.:L k tk 
----~ . 
totaal 1t!: '1:23· 1\1 
"-~~--'------~.---!--..---..... ___________ 
---
Hier1n "-J"n IYl. en /YI"\.. (A.= 'I_,?) •..• ,\,;) f(\. en'!""'- stochab0~C!"h_ '-p":. 
_,, -- '\, ') - -
wijl t. ( ,i.. = 1 _, 2, .•• ; k) en N gegeven getal::i..en zijn, 
'\. 
Is nu bij ieder experiment van de i! reeks de kans op sJc-
ces p., ( en dus de kans op misJuKking 9 ... :::: 1. - ~-i. ) , dan luidt de 
hypothese H0 , die we willen toet en: 
terwijl de alternstieve hypothesen inho1..:;,di2n, dat P·; Pi , 0. 'J rv. 
in deze volgorde een stijgend of c1alend ver=.oop vertonen, 
De toets wordt nu voorwaardelijk uitgevoerd onder de voor-
waarde dat '!J. en ".'.:'._1.. de bi j het experiment gevonden waarden 'h en 'Yt'1. 
aannemen. 
Wij kunnen nu d12 1\1 waarne "_YJ r: opv2tten als f'\'\ waarnemingen 
van een s tochas t 12 cte groc the id ::x:.. en IY\"1. va::: een s tochas t ische 
1) Dit memorandum is sle~h:s bedoeld ter ari~~tatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
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grootheid ~, waarbij ~en~ beide een discrete verdeling bezit-
ten en de waarden 1, 2, •. ., k aannemen. In de twee steekproeven 
heeft ~ m., maal de waarde A- aangenomen, .terwijl bij ~J deze waar-
de rm,. maal is opgetreden. 
"' Stellen we nu de kans dat ~ de waarde ,L aanneemt ?~ en de 
kans dat ~) deze waarde aanneemt 'p~ dan geldt, als \-1 0 juist is 
h" -\;;_ 
r.t =- -- ~ N 
(i = \, -;i, ······; I<.) 
dus: 
( i = I,?., ...... , k) 
en dit kunnen we toetsen door de toets van WILCOXON (zie memo-
randum S 47 (M 7)) toe te passen op de twee steekproeven van~ 
en ~ . Omgekeerd geldt ook dat, als p~ = p: 
hypothese H~ vervuld is. 
voor iedere A- , de 
'· 
Indien de kansen p,, p:il, ... , pk een stijgend verloop vertonen, 
dan zullen wij bij de waarnemingen van~ weinig kleine en veel 
grote vinden, terwijl bij die van 1:::J veel kl'eine en weinig grote 
zullen optreden, zodat dus de twee steekproeven van o.s. en ~) sys- "··--... 
tematisch zullen gaan verschillen. Hieruit zien we dat de alter-
natieve hypothesen waartegen wij \-1 0 willen toetsen overeenstem-
men met de alternatieven van de toets van WILCOXON, zodat dus 
een verloop in de p 1 s inderdaad door toepassing van de toets 
van WILCOXON aangetoond zal kunnen worden. 
Opmerking. 
Men kan gemakkelijk bewijzen dat de bovenbeschreven toets 
voor de hypothese 
identiek is met de door T.J.TERPSTRA gegeven toets tegen verloop 
voor groepe~ waa~nemingen (zie memorandum S 73 ·(M 28) en de op-
gegeven literatuur), waarbij dan iedere reeks "R~ een groep van 
waarnemingen is, die ieder de waarde o of 1 bezitten. 
Literatuur. 
Terpstra, T.J., The asymptotic normality and consistency of Ken-
dall's test against trend, when ties are present. 
in one ranking, Proc. Kon. Ned. Akad, v. Wet., 
A 55 ('1952). 
Mathematisch Centrum, 





De toets van Wilcoxon. 1 ) 
Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese H, in-
o 
houdende, dat twee steekproeven x1 , ... ,xn en y1 , ... ,ym af-
komstig zijn uit een collectie (ook wel populatie of universum 
genaamd). 
Voor het toetsen van de hypothese H wordt gebruik gemaakt 
0 
van een toetsingsgrootheid U 2 ), die als volgt uit de waar-
nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen 
x 1 , .•. ,xn en y1 , ... ,ym naar opklimmende grootte gerangschikt 
zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de 
tweede steekproef, dat kleiner is dan de kleinste waarneming 
x1 uit de eerste steekproef (bij gelijkheid telle~ wij ½ in 
plaats van 1). Noem dit aantal v1 . Vervolgens wordt het aan-
tal waarnemingen uit de tweede steekproef bepaald, dat klei-
ner is dan de op een na kleinste waarneming x2 uit de eerste 
steekproef (bij gelijkheid wor1t weer 2e~ ½ in plaats van 1 
geteld). Dit aantal noemen we v2 . Evenzo warden met betrekking 
tot x3,x4, ... ,xn de aantallen v3,v4, ... ,Vn bepaald. De waarde 
U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de twee steekproeven 
dan gegeven door 
Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen, 
kan bewezen worden, dat de toetsingsgrootheid U onder de 
hypothese H0 voor grote waarden van n en m (beide~ 10) bij 
benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen 
x1 , ... ,xn en y1 , ... ,ym tezamen genomen vallen uiteen in een 
aantal groepen van gelijke waarnemingen. Noem het aantal van 
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen 
gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver-
schillend zijn). 
1------------------------------------------------------------) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en 
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
2) Stochastische grootheden warden door onderstreping aan-
geduid. 
Zijn t 1 , ... ,tk de aantallen waarnemingen in deze groepen van 
gelijken, dan word en het gemiudelde _/-,,, en de variantie er' 2 





1 2nm .• 
2. 
\f 1¾,~ ¾;; 
De grootheid ,,;t,v (U) is dus onafhankelijk van de waarden v:&frt. 
Indien de hypothese H niet vervuld is, zal de grootheid U 
0 -
grote of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-
tisch kleiner of groter is dan x. 
De (tweezijdige) toets bestaat nu 
werpt indien de gevonden waarde U 
wijkt, d.w.z. als 
daarin, dat men H0 ver-





/ _>ot ' 
waarin c:),_ de onbetrouwbaarheidsdrempel is en &:;' volgt uit 
.'.s cX 
0::l 
__ l_ j e -½x2dx= ½ d... , 
\~ t 
,.So( 
en in een tabel van de normale verdeling kan worden opge-
zocht. 
De (tweezijdige) overschrijdingskans 
is gedefini~erd als 
CD 
k== - 2-/e-½x2ax 
\u/c \ 
k, behorende bij T, 
en kan ook in een\tabel van de normale verdeling worden ge-
vonden. 
Bij eenzijdige toetsing wordt o( door 2 o<. vervangen, resp. k 
gehalveerd. 
Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de 
waarnemingen voor x en yin 1 t g~heel geen gelijken voorkomen, 
In dat geval kan de ui tdru\:king voor de variantie ht:,leid 
warden tot 
2 1 _ r ) o = 12 nm,nrm+l . 
1---------------------- ------------------------------------) Deze formule is een door T.J.Terpstra ~egeven vereenvou-
d.iging van de door J .Hemelrijk( [5J en L 7J) afgeleide for-• 
mule. De afleiding van deze vereenvoudigde formule zal nog 
gepubliceerd worden. 
2 ) Deze formules berusten op de normale benadering van de 
verdeling van U. 
3. 
Indien n en m kleiner zijn dan 10, zijn tabellen beschikbaar 
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit 
de steekproef bepaalde waarde U van U (zie L2]-en [4]). 
Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat 
gelijke waarnemingenoptreden. 
Opmerking. Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van 
U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert. Het 
verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het 
algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor-
rectie op ~ 2 verwaarlozen. De overschrijdingskansen, die men 
dan vindt~ zijn iets te groat. 
Litteratuur: 
1. F.Wilcoxon, 
2 H.B.Mann and 
D.R.Whitney 
3 H.R.van der Vaart 
4 H.R.van der Vaart 
5 H.R.van der Vaart 
6 D.van Dantzig 
7 J.Hemelrijk 
Individual comparisons by ranking 
methods, Biometrics l (1945), p.80-83. 
On a test of whether one of two 
random variables is stochastically 
lar~er than the other, Amer.Math.Stat. 
18 {1947),p. 50-60., 
Some remarks on the power function of 
Wilcoxon's test for the problem of 
two samples, Proceedings van de Kon. 
Ned.Ak.v.Wet., 53 (1950),p. 494-520. 
Gebruiksaanwijzing voor de toets van 
Wilcoxon, met tabellen voor n en m~lO, 
Rapport S32 (M4) (1950). 
De toets van Wilcoxon voor het pro-
bleem van twee steekproeven. (Cursus 
"Parametervrije Methoden", 1951-'52). 
Kadercursus Mathematische Statistiek, 
Math. Centruw, Amsterdam (1947-'50), 
hoofdst. 6, g 3. 
Note on Wilcoxon 1 s two sample test, 
when ties are present, Ann.Math.Stat. 
23 (1952) no. 2. 
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S 53 (M 23). 
Toetsing van de hypothese p1 = p2 met behulp 
van een 2 x 2-tabel 1) 
Wij beschouwen twee reeksen van onafhankelijke experimen-
ten, waarbij ieder experiment van de ene ree:ks een van de twee 
resultaten A of~ (non-A) heeft en ieder experiment van de tweede 
reeks een van de beide resultaten B of'B (hierbij kan A=B zijn) 0 
Daarbij wordt ondersteld, dat bij ieder der experimenten van de 
ene reeks de kans op A gelijk aan p1 (en dus de kans op A gelijk 
aan 1-p1) is en bij ieder der experimenten van de tweede reeks 
de kans op B gelijk aan p2 (en dus de kans op~ gelijk aan 
1-p2). De te toetsen hypothese luidt nu: 
Ho : P1 = P2· 
Indien de eerste reeks uit n en de tweede reeks uit m waar-
nemingen bestaat, waaronder a (resp. b) maal A (resp. B) voor-

















Als toetsingsgrootheid wordt a, het aantal malen A in de 
eerste reeks waarnemingen, gebruikt. Indien H0 , juist is bezit 
deze grootheid onder de voorwaarde, dat r de bij het experiment 
gevonden waarde aanneemt, de volgende waarschijnlijkheidsverde-




Als kritieke zone worden de waarden van a met de kleinste 
waarschijnlijkheden bijeengezocht, tot de gekozen onbetrouwbnar-
heidsdrempel het toevoegen van een nieuwe waarde verhindert 
(bij eenzijdige toetsing bestaat de kritieke zone uit-
sluitend uit grote of uitsluitend uit kleine waarden van a). 
De overschrijdingskans, behorende bij de gevonden waarde van a, 
is gedefinieerd als de som van alle waarschijnlijkheden van bo-
venstaande verdeling, die hoogstens gelijk aan de waarschijn-
--------------------
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
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lijkheid van de gevonden waarde zijn (bij eenzijdige toetsing 
echter gelijk aan de som van de waarschijnlijkheden van alle 
waarden die grater of gelijk aan de gevondene, of van alle waar-
den, die kleiner of gelijk aan de gevondene zijn). Deze exacte 
toetsingsmethode voor H0 is afkomstig van R.A.FISEER. 
Indien n en m zo groat zijn, dat deze exacte berekening 
te omslachtig wordt, maakt men gebruik van de volgende benade-
ring: 
Gemiddelde en spreiding van de grootheid a zijn (indien H0 
juist is): 
nr nmrs 
N resp. N2(N-1) , 
Men gebruikt dan in plaats van de exacte waarschijnlijkheids-
verdeling van a de normale verdeling met hetzelfde gemiddelde 
en dezelfde spreiding en in plaats van de gevonden waarde van a 
neemt men het getal dat i dichter bij het gemiddelde ligt dan 
deze gevonden waarde (dit laatste is de z.g. "continufteits-
correctie", die bij toenemende n en m weldra verwaarloosd kan 
warden). Bij positieve a - n; berekent men dus: 
* a = 
* a = 
= 
aN nr - ½N 
~ 
= ad - be - ½N 
~ 
berekent men: 
ad - be+ ½N 
vn~~~ 
De overschrijdingskans wordt nu opgezacht in een tabel der nor--
male verdeling met gemiddelde Oen spreiding 1. De rechts-eenzij-
dige (resp. links-eenzijdige) overschrijdingskans ns het opper-
vlak· rechts (resp. links) gelegen van a*. De tweezijdige over-
schrijdingskans is twee maal het oppervlak der normale verde-
ling dat rechts van lad - be\ - ½N ligt 
~. 
Literatuur. 
R.A.Fisher, Statistical Methods for Research Workers, London 
1948, p. 96, Opmerking: Fisher gebruikt bier de 
eenzijdige overschrijdingskans, 
J,Hemelrijk, Waarschijnlijkheidsrekening en Statistiek, Vacan-
tiecursus Mathematisch Centrum, Amsterdam 1950, § 4. 
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Rappo1t ~ 102 (M 17b) 
Het :ombj_neren van onufhankelijke toetsen (aanvulling) 1). 
In memorandum S 73 (M 1'; a) wordt een methode voar combi--
natie van onafhankelijke toetsen behandeld, waarbij het nodig 
is de cier:3chrijdingsl'.:a11s van icdere toets te bepalen. In veli,; 
gevallen lean men de combinatie ook direct op de afzonderlijk~ 
toetsings3rootheden baseren en dit verdient zelfs de voarkeur. 
Wij beschouwen hier het geval, dat een bepaalde taets mo 
warden toege)ast op een heterogeen materiaal. Dit materiaal 
wordt dan eerst verdeeld in h homogeen geachte groepen. Het 
t l · d ,e · · d ' t 1 s aan a wa2rnem1ngen van e i groep ZlJ h~ en e ~oe s.ng·-
,,..., 
grootheid ii c). Laat verder gegeven zijn, dat de verdelint 
van -bi onchir de getoetste hypothese (voor de i 8 groep a:m:::;c--
duid door Hi.) voar gr-ate n i.. asymptotisch normaal 3) is, met bl:·· 
kende verwDcht 1g /;_ en bekende spreiding o--,_ . Aan deze voor--
waarden is o.a. voldaan, indien wij te doen hebben met toetsen 
van WILCL):ON, rangcorrelatietaetsen van KENDALL of SPEARMAN; 
tekentoetsen enz. 
WiJ toetscn m~t al dE hier te behandelen gecombineerdc mc-
thoden de hy~Jothese H 3 dat voor iederc · graep de desbetreffcn--
de hyprthcse Hi geldt, terwijl de groepen onderling onafhankc-
lijk ziJn. De toetsen verschillen echter ten aanzien van de 
alternatieve (van H afwijkende) hypothesen waarvoor zij gcvoc--
1 , 4) . ig z:.Jn, 
De meest gebruil-<:elijke toetsingsgrootheden van gecombi--
neerde toetsen zijn van de gedaante: 
h 
T = ti CL (il /L) 
waarin de letters c~ ( i.. ==- 1> 2., ..... ,h ) constant en voorstellE,n, 
die voo:c j_ed.er van d.0 combinatiemethaden op een bepaalde WJ.J::,, 
1) Dit mGmorandum dient slechts ter orient1:1tie en streeft n:l.,. ;_-
naar voLkdighcid of vollcdige c:xacthcid, Het is bcdoclc1 : .1 
ecn aanvulling op Rapport S 73 (M 17a), 
2) De ond~r0trLrlng gucft aan dat ~en toctsingsgrootheid sto-
chastisch is, d.w.z. een wnarschijnlijkheidsvcrdeling b0zit 
3) Dit hnudt in dat ~- een waarschiJ'nliJ"kheidsverd011ng hcaft, 
\.. - . 
die al,'. nt. tocneemt, EJt~;__,d.::; mind<.::r van ccn normalc vcrd1.:L1 ,1, 
( VL :c'cL .. JJ.nc; van Gauss) afwl jkL . · 
4) E~n toGts van hy0othLsc H is n~voclig ten opzichte van ~~n 
altcrnatj_Lvc hypoth~sc H' 1 sls de kans dat H vcrworpcn 
wordt, indit:n H' juis t is, groat is 
n 
- r::. 
gokoz(.;n word\_,n. Onder de hypoth"'se H zal T asymptotisch ( vco1' 
grate h 1_;n/of grotG ni. ) normc,a1 vcrdGcld z1jn met verwachtJ_ll: 
O en S[)r\c,i..ding. er = J L c.~ 0:2. D0 dubbcle ovt:rschrijdingslrnns 
I l I. 
van ccn g\_,,vondd1 waar'dt:: T van T is dus bi j bcnadt=ring geL1.i:: 
d. X 
en kan bupaald wordcn m1_;~ bchulp van cen tabcl van de normalc 
v1_;rd\_,ling. Indien de dubbelc overschrijdingskans kl~incr is 
dan de.: Oll')etrouwb aarhc id::::: c1r'un:),.:l a<.. , z al men H verwcrpc n, 
WiJ zcvun hicr 3 combinatiemethoden van dit type: 
Mcthodc '1: C1 :::C2 = ..... =.ch=.1 




h T = ' L--,u •. dus: L- L 
i:t <T;_ 
Mcthodc 3 : I c, :::::.-
\1 I ' 
h 




C -- C =-2. - a:i. , . . . . ' h crh 
I 
C. =-
2. h.z. , ..... ' 
er 
Dez, m\_,thodcn zijn alleen govoelig ten aanzibn van altur-
natiev0 hypothcsun volgcns wclko de grootheden iL verdclingun 
hcbbcn die, voor zover ziJ afwijken van de verdelingcn ondsr 
de corr~spondcr~ndc hypothcsen H~j dlt over het algemc~n 1n 
dezelfd( richting doen. Nc.:n z~l dan mcthode 1 bij voorkeur 
toepassen als men aan de !i.. mot cen ldcinC:: sprl;iding ( in dE.: 
regel zullcn dat de {. van klcine groepen zijn) een geringer 
_l 
gewicht W)l toekennen dan a&n de ~i met een grate spreiding 
DEJ methodcn 2 en 3 zijn te gebruiken als men aan de versclntlh:n--
de groepen waarnemingenJ ongeacht hun grootte, een ongeveer 
gelijke invloed op het resultaat wil toekennen. De keuze tus--
sen dczc twce methoden hangt verder van hier niet te behandelcn 
theoretische overwegingen af (zie literatuur (1]). 
Incl_j_en men verwachi: cat mogeli 07ke verschuivingen van de 
verdelingen dcr 1- in ~eide richtingen kunnen liggen, verdi nt 
_L 
het de voo:clccur om gebruik te ma ken van de volgende toe ts ingf, .. 
grootheic:: 
(methode 4) 
- 3 .. 
Duze grootheid is ondcr de hypothese H asymptotisch v0r-
deeld vol ens een ~ 2 -v,_rdcling met h vrijheidsgraden, DEc ovc.., -· 
schrijdingskans vaB een gevonden waarde van deze grootheid lean 
dus met bchulp van een tabel van de ~z~verdeling bepaald war-
den, 
De toets, behandeld in memorandum S 73 (M 17a) par. 1, 
waarbij men het product van linkszijdige en product van alle 
rcchtsziJdige overschrijdingskansen bepaalt en het kleinstc; 
van deze twee producten gebruikt, heeft betrekking op dezelfdc 
gevallen als de hier behandelde mcthoden 2 of 3, terwijl de 
methode, behandcld in S 73 (M 17a) par. 2, berustend op het 
product van de tweezijdige overschrijdingskansen, meer over-
eenkomt met methode 4. Men mag echter verwachtenJ dat, zo aan 
de asym,:. otische normaliteit der i~ voldaan 1s 3 de in dit 
memorandum behandelde methodenscherper zijn dan de toetsen 
behandeld in S 73 (M 17a). 
L::. teratuur; 
1 C.van Eeden, Methoden voor het vergclijken, toetsen en 
schatten van onbekende kansen, Rapport S 115 
(M 45) van het Mathematlsch Centrum (1S53}. 
2 Trendtoets met behulp van rangcorrelatic~ 
Memorandum S 73 (M 13a), (Voorbeeld van toe-
passing van methode 1.) 
3 Dr J.HemelrijkJ Het combineren van onafhankelijke toets~n, 
Memorandum S 73 (M 17a). 
